编 者 的 话 


数学 课外 读物 对 于 帮助 学 生 学 好 数学 ， 扩 天 他 们 的 数学 
知识 领域 , 是 很 有 好 处 的 近年 来 ;, 越 来 趟 多 的 中 学 学 生 和 教 
师 , 都 迫切 希望 出 版 更 多 的 适合 中 学 生 阅 读 的 透 俗 数学 读物 ， 
我 们 约请 一 些 数学 工作 者 , 编 了 这 套 “ 数 学 小 从 书 ”， 陆续 分 类 
出 版 , 来 适应 这 个 要 求 . 

这 套 书 打算 介绍 一 些 课外 的 数学 知识 ， 以 扩 关 学 生 的 知 
识 领域 , 加 深 对 数学 基础 知识 的 党 所, 引导 学 生 独 立 转 考 , 理 
论 联 系 实际 . 

这 是 我 们 的 初步 想法 和 尝试， 热 煞 地 希望 数学 工作 者 和 
读者 对 我 们 的 工作 提出 宝贵 的 意见 和 建议 ， 更 希望 数学 工作 
省 为 中 学 生 写 出 更 多 更 好 的 数学 课外 读物 . 

| 北京 市 数 堂 会 
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MALAE Eg t rtrrenreennnorenvanronrirueavusresrrenarsnsnanssrnanenas 
附录 JEE EER p sss pn 


“平均 每 人 …… 

“Rahen L” 

“ARAMAKTIR e” 

GEL APIA eee.” 

TRR E ARRERA AER, En % E 
活 中 差不多 每 天 都 要 远 到 “平均 "这 样 一 个 王 儿 。 每 次 听 到 或 
各 到 这 两 个 字 的 时 使 ,实际 上 我 们 都 是 在 无 总 之 中 走 近 了 一 
大 堆 有 趣 的 数学 并 题 的 边缘 。 正 是 出 于 我 们 对 "平均 "这 个 蛮 
LEART ,觉得 流 有 必 机 去 进一步 思 壳 它 的 全 部 含义 ,所 以 
每 六 接触 到 这 些 数学 问题 时 ,我 们 买 漫 不 泾 心地 离开 了 它们 ， 
没有 发 觉 到 它们 的 存在 。 | 

Mus Rais se— F ;为 什么 人 全 常 要 和 * 平 均 ? 这 
ARL IT eB MET 

末 我 们 来 看 一 些 例子 。 

如 果 有 人 把 某 公 社 的 一 千 亩 土地 中 从 宙 的 产量 都 告 豚 
你 ,你 能 对 这 公 竺 的 生产 情况 作出 什么 烙 莘 咀 ? ”恐怕 你 除了 
感到 听 得 很 疲 俊 共 ,什么 精 莉 也 得 不 到 。 因为 他 告 产 你 的 次 
料 友 惠 碎 了 。 相反 ,如 果 他 很 简单 地 对 你 讽 , 这 一 千 青 土地 
“平均 "一 产 多 少 , 收 你 立刻 订 对 这 个 公 大 的 生产 情况 作出 类 
w 同样 ,为 了 要 就 明 某 个 工厂 的 生产 情况 ,我 们 常常 要 用 到 
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“平均 日 产 最 "“ 平 沟 月 产量 ?这 些 名 悦 。 

上 祭 士 面 的 例子 看 米 ,如 果 要 对 某 些 事物 从 某 些 数量 方面 
作 一 个 概 桥 性 的 了 月 ,那么 不 可 如 驶 地 要 裕 到 “平均 ”这 个 购 
人 钨 , 而 在 很 多 情况 下 ,这 种 构 括 性 的 了 解 叉 是 十 分 必要 的 。 这 
或 许 就 是 我 们 所 以 常 要 和 "平均 "这 词 儿 打交道 的 原因 了 . 

那么 总 样 算出 上 面 所 放 的 平均 值 虹 ? 这 个 阐 题 悬 怕 小 学 
生 也 会 回 管 。 如 果 要 计算 一 千 南 土地 的 平均 产量 ,只 须 把 每 
青 的 产量 一 起 李 起 来 ,再 用 1000 去 除 一 下 就 行 了 。 一 般 来 
B RRE $t m A" 3k 


l fiaa hs 
ATRE Egg RARR nAi R, PLP) w 


去 除 一 于 ,得 
A= attat e tn 


我 们 把 数 4 MX n PA ay,as, o ta 的 算术 平均 . 

可 是 我 们 根据 什么 理 自 , 可 以 认为 这 样 得 出 的 数 4 就 是 
我 们 所 要 求 的 平均 信 昵 ? 原 求 这 里 过 是 有 一 层 道 理 的 。 当 我 
们 定义 一 粗 数 
的 平均 德 芷 的 时 候 ， BERA 刚才 请 的 总 思 , 这 个 平均 植 % 要 
能 反 陕 这 租 数 的 总 的 情况 ,我 全 总 是 项 望 2 和 这 ?% 个 数 的 仿 莽 

m — (i E — ($a, t pE — En 
在 总 体 上 名 来 尽 可 能 地 小 。 CRER, 我 们 要 适当 地 选取 4 
值 ,使 得 平方 和 | 
D = (@—a1)2 + (Em) + E a)” 


法 到 洗 的 隔 小 西 。 这 里 我 们 不 直接 把 这 个 竣 数 本 身 丰 加 ， 
THEBE PA H ,是 因为 这 些 差 灼 ,有些 是 正 值 , 有 有 些 是 
负 值 ,这 接 相 加 ,就 会 正 急 相 涌 ,不 能 友 暴 总 体 的 情 涡 ， 
现在 我 们 来 求 使 号 取得 最 小 值 的 s 值 ， 灵 这 简单 的 变形 
LE CATIE: 
ne 
eitast kas ya) . 


H 


dtt -t etan 
n 


=n]|z3—2 s+ ( 


( miat +“ y. 


=n + C2 tt) 


=n (2 一 和 
kid * 


+ (G 2 Ta Ü T 62). 
在 最 后 的 式 子 中 , 末 二 项 是 和 * 无 关 的 常数 } 只 有 第 一 项 和 = 
有 关 , 而 且 永 远 趟 会 是 代数 。 内 此 只 有 当 第 一 项 等 于 需 时 , D 
的 个 最 小 ， 也 就 是 识 ,为 了 使 卫 玫 最 小 值 ,必须 有 


tt 


才 行 ， 算 术 平 均 的 辣 义 就 在 于 此 ， 

上 上 面 只 是 介 胡 了 在 我 们 生 滞 中 常用 的 彤 算 平均 秆 的 大 
šE. 事实 上 , 求 平均 的 方法 远 不 止 一 种 ,在 各 种 不 同 的 其 体 短 
是 中 ,根据 各 种 不 同 的 具体 人生 人 御 , 为 了 各 种 不 同 的 具体 肯 的 ， 
我 们 经 常 需要 采用 各 种 不 同 的 方法 去 求 各 种 不 同 数据 的 平均 
值 。 既 然 求 平均 得 的 方法 有 许多 种 , 慰 么 对 同一 租 数 ,条 用 不 
同 的 方法 所 得 平均 值 之 郑 的 英 系 又 怎样 昵 ? 

ERASE h, RRITA IEE E A M a eE 
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有 建 的 数学 型 题 ， 


— H=<G=<A 


上 面 已 杷 提 到 , 求 平 均 的 方法 不 止 一 圳 ， 刚才 我 们 把 n 
个 数组 加 ,然后 用 并 来 除 得 到 了 这 半 个 数 的 算术 平均 。 自然 
我 们 也 可 把 ”个 数 相 乘 ,然后 把 乘积 开 ”次 方 , 这 样 我 们 又 
得 到 了 另 一 种 平均 ,中 做 这 % 个 数 的 几何 平均 ， 褒 得 详 灯 些 ， 
就 是 任 糖 % 个 非 负 实数 | 
(f. ta, t" n, 
我 们 把 G= aza, 
u 82 n A LITE. 
“几何 夷 均 ? 这 个 名 翻 的 求 源 可 以 从 下 述 简 单 的 几何 事实 
中 得 到 解释 ， 如 图 1 ,我 们 把 滑 个 数 ,6%3 看 成 是 两 个 名 段 的 
长 度 , 厦 以 它 个 做 按 作 一 长 太 形 。 如 果 我 休想 作 一 正方 形 , 使 


” 


ay va, 


- 


` z, a, 
图 1. a; 


宪 的 面积 等 于 长 方形 的 面积 , 那么 它 的 边 长 就 是 和 wa 这 两 
个 数 的 几何 侠 均 y aa, 。 
除了 上 面 的 宽 术 平均 和 几何 平均 外 ,我 们 还 可 定义 另外 
一 种 平均 , 任 给 *# 个 正 的 实数 trta s ta, 我 们 先 求 它 
8 


ao 


们 倒数 的 算术 平均 


1 
过 二 十 十 I 
Aa Et EK 232486 BJ BA: 
g=—— M, 
ping 


这 样 得 到 的 数 五 称 为 Gta, G, ARAF. 
很 容易 看 出 ,上 而 定义 的 三 种 平均 都 具有 下 面 两 个 简单 
ER.: 
C—) a n A R A E 0k Ha i 5 , B 
M= E =a =a, 
那么 它 人 向 的 算术 平均 . 儿 何 平均 、 钴 和 平均 也 都 等 于 e B 
A=G= H=sx, 
C) n j Ck 3k a aB YF m A M ZI], BN 
mans (4—1,2,"-.,0), 
BZ 10 Pt KF, JL 235 APRA Tm 1 M Z, 
RH, BN 
m= Ass MH , mGSM, m= FI <s M , 
特别 ,如 果 用 
MAILE, Ga e Ga), min(gi,G, ° gs) 
HÚ Gy, Q>, 中 最 大 的 和 最 小 的 { 情 如 四 一 1, 四 一 3 他 一 6， 
@|(=5, 那么 max(Gi,gG3 da, 04) =6, MINC Mp, fa ta) =1), 


那么 显然 有 


min yia tn) mEmAz (m Ta e n) 人 一 在 2 m), 
DAJ min(a as, A Ce 
Imin(q;.,Ga2, tn) Sç (Z EMAX (A, Wa, , Aa), 
iinfady i2, 0a) S H SMAK CE, 0 ts), 
i—i Pt JPK KEE bg, JLA E a EA SE: E T 
MRA 8 TEJ 8 Z Hi, 

BAER EA BI at aB S ERR. 

EX Y FEak= Fu2F48 LF KAER PI gg bE 
AEAF HALKAR. 它们 之 车 哪个 大 些 ,哪个 小 些 ? 
或 者 它 位 间 根 本 统 不 存在 一 定 的 规律 ,对 某 些 数 来 就 ,44 比 妆 
大 , 面 对 另 姑 一 些 数 来 识 宫 双 比 AK? 

为 了 获得 启发 ,我 们 从 塘 简 单 的 情况 研究 起 。 和 考虑 内 
有 两 个 数 ay, aa 的 情形 。 我 个 知道 ,对 任意 两 个 实数 和 9， 
永远 有 不 等 式 : 


(他 一 及 0 ， 


wip? 


RAJAAMA ya ČE, a 


@ seya, yzy a, 得 


atag 


CNE < — , (2 ) 


BEDRA =y Yoy MURAI 


取 倒 数 遍 得 =< as. 《3) 
a, G 
把 不 等 式 (2)、(3) 联 合 起 来 便 得 : 
2 
EEREN 


REAC E RE 3k PLIN A OE R, HORT Pt 2 , JL 
何平 均 葡 之 ,调和 和 平均 最 小 。 原 来 它们 之 问 是 有 一 定 的 规 
这 个 精 论 使 入 们 有 理由 猜测 :对 任意 “个 正 数 求 说 ,这 样 
的 规律 算术 平均 最 大 ,几何 盏 均 次 之 ,调和 平均 最 小 一 一 
也 是 存在 的 . 
定理 一 AEREN ERER, RAA 
H=<üG=<A, 
能 明 DA Alanta Ga) G (on T (ds, ia) 
DRAR n ANER ti, at, G, 的 算术 平均 ,几何 平均 和 齐 和 
Ga) AG, a n) (5) 
RFEA RARD E n— 2" 这 种 形状 的 数 求证 
明 不 等 式 ( 5), 航 后 再 在 这 个 基础 上 放 肖 nn 是 任何 自然 数 的 
情形 。 | 
上 而 我 们 已 经 证 明了 m=2 诗 (5) 是 成 江 的 ,如 
他 (ed Aa SS Alt, ta), 
下 此 不 难 推出 = 和 本 峙 55) 也 成 立 : 


=< ua, =s 


qi as 
2 


C 4) 


Gla, Te Gs GD 


a TL a 十 ds Tda 
= 2 2 - 一 tura = Aaa tatg a}, 


EPEA HT H 3 Re a= 22 ORERE. mO 
AAE, m=1,2 CORREA, AR m =Ë R 
立 , 剧 当 w= 上 十 1 时 ， 


Gm Ga 50 


=t —I—ƏÁ 
td (yk * Harr1'’ "Gokt1 


k k 
V Siara S dater “Got 


< (arya J 
2 ig" "Gat ok "Wyk 


Baky t “Tatki 


+ SK 


= < (* tati ‘+ agh 


_ Atat tgkt 


JRH = A(t 了 sett) n" 


ERER, 到 = 下 + 时 (57 成立。 于 是 由 数学 归 精 法 的 原理 
知道 ,对 ?一 2 形状 的 数 , (5) 十 正 确 的 ， 
现在 假设 不 等 于 2 的 需 识 ,我 们 总 可 以 我 到 一 个 适当 
的 自然 数 ,使 得 4TY 是 2 的 者 ,就 是 使 得 
n+r=2" 
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{例如 , 当 %=5 时 ,可 取 7=3 , Mi n r r= 8 一 23; RT 
了 到? 一 11 , È ntr=16=2), 这样 一 案 , 对 自然 狐 有 + 了 米 ` 
R CDER. 使 
A= tt ; 
# Z. wA = Qat a H JF Qs, 
2 T AAT REBH RJ #8 Bl: , ZE m ¿8 9 
Dirr, yia 


ZIHR r 7 4 ,于 是 便 得 ?47 个 获 ， 


r 


— h 
tti, the, erdal Å, "A, 
ed 
如 十 上 个 


对 这 多 十 + 个 数 来 谣 , 我 们 有 ， 


r + 
— 人 em 
H p 7 r OU sika La HAA +A 
aaa AA. d tR tetti ts 
T 小 
_ nA+ra _ 
o apr o A, 


KAPLAR w + r 2K EH: 
(Gy Q A RKA T, 

WEWARAH A' Z Fr BL m 22 , 1848 

Sama, SA, 
也 就 是 部 , 当 % 不 是 2 PK Rh yes , TRAGSA., $ 
AEE EEA, E AHE A RR n, | 

GA 
14 


永远 成 立 。 
现在 再 来 证 明 不 等 式 的 第 二 部 分 
THS G, 
ERABE., TETRA 


一 一 一 一 bittet- tr 
biba -m =< Atta 


Aa 
i ; 1 ， l 
_ 1 _ carta" Faz 
` < ayy œ a 1 
两 进取 倒数 即 街 : 
一 了 1 ~ T s< aw Aaa 
q a “Tu 
也 就 是 HSG. 


定理 一 到 这 里 全 部 证 毕 ， 

从 诈 明 的 过 程 可 以 看 出 ,定理 -虽然 包含 两 个 不 等 式 ， 

| G< A 和 HSA, 

BENAERREEENE 385 PLA Mr 8 h HEH , 

IRT ik ASE Ba65 8 BE: KERI E EHT AA 
不 同 的 证 明 ,这 些 证 明 体现 了 很 多 巧妙 的 想法 。 这 里 我 们 再 
MARRANA ARRE. 

十 轴 世 各 法 围 大 数学 家 某 西 (Cauchy) 利用 倒 推 归 精 法 
的 原 剖 来 证 明 不 等 式 GSA. 

大 家 知道 ,普通 的 数学 妇 冰 法语 理 是 这 样 避 的 :如果 
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CORE PH n—1 HE 

(让) 从 命题 P GQ) 的 正确 性 能 推出 命题 Pint OE 
性 3 . 
那么 命题 P Q) 8 3 tE fa 8 pR 3k n AR. . 

所 谓 倒 推 归 朝 语 却 是 从 下 曾 两 条 求 推断 命题 P (m) 对 全 
部 自然 数 ” 的 正确 性 ， 

CGO RE PORNEA A ARE n 

(ii 从 命题 P mA ED PEBEdiE Pian g tn -1 ) 的 正确 


tE, 
不 等 式 (5) 所 以 能 用 倒 推 归 轴 法 , 38 E RR 
二 27 这 种 形状 的 数 琴 有 明了 (5) 是 正确 的 , 也 就 是 襄 ,; 我 位 已 
径 对 无 穷 个 自然 数 
n=2,4,8,16,32, 0" 
证 明了 它 的 正确 性 。 现在 假定 对 个 数 合 是 已 义 成 立 , T] 
要 由 此 扒 出 对 > -1 个 数 命题 也 呈 , 名 


于 
‘i ara, La 
Atg Aga = n - 


1 
| Ë — htt Hg 
f b= i a 
IA nit fat +e T 8 1 = (n — 1)5, 
HT FREER E ,对 


i, $, ls ô 
Pn SSO 5 SK ( 5 ERY, TES 


A aa a = atat: — yui tÒ — {ri D b-t 5 =h , 


不 等 式 两 端 自 乘 首次 得 ， 
Gida Eeg b <Ç b", 

两 端 同 用 5 RGE” —- 1 K, uh 
Y mna < D, 


一 一 a +a 
an y mapapa te 


RARE > Hk. T PREHR RERA. MTER AHE A 
然 数 % 都 成 立 ， 

上 看 介 结 的 两 种 证 法 虽然 在 形式 上 不 一 样 ,但 它们 有 共 
同 的 出 发 点 :它们 都 第 用 了 上 比较 容易 站 明 的 事实 一 -一 n 一 2* 时 
命题 的 正确 性 。 下面 要 姑 的 第 三 种 证 明 却 是 从 另 一 种 巧妙 的 


想法 出 发 的 ， 
8 . C1, Œg, *** iy (6) 
EEH n AER. REEE 


G (daa En) SACA, Ca Tn), 

如 果 兄 个 数 dyta, a An 88 328 BAENA 
BER (—) (HÆ 7 B) 知道 G-A, EMELET, H 
PREE n 个 数 中 至 少 有 两 个 是 不 相等 的 ， 于 是 其 电 必 
有 一 个 最 大 的 和 一 个 最 小 的 , 不 妨 裔 是 最 大 的 , as 是 最 小 
的 ， 这 时 我 们 有 有， 

GV map a, < Vaya = al, 


G = Griy iy >N Baag, = (he, 


ED ta = (I <J 
Bu (@- a) Gm) 0, (7) 


现在 我 们 把 原来 ?个 数 
G@1,G3, t, n 
换 成 一 租 新 的 数 
Ta ny (6!) 


其 中 


1 — , _ Ih t r — ?+ 
r= G, a= Ts mag =s nO, 


这 几 的 他 就 是 原 求 由 个 数 的 几何 平均 。 诅 这 租 新 数 的 几何 
平均 是 Q' ,算术 平均 是 4 ,那么 
G'= tatas E: a = 7 Ge sre Agia 
' = ayata ea, = G, 


` DRE SR3835C ABI JLIP PE Ea EB —PE, 55 T oas R 3: 
HARTEN REB RNA 


A A 
n % 


Atg 


= L Ca, +a'a— ty — ta) = 1 {G+ G T% —e>) 


= qye- Ct taa) G + ms | 


-d Cama Gta), 

由 (7) 立 得 A'—A<0, 

BI AZA, 

这 驳 明 新 数 粗 的 算术 平均 要 比 原来 的 小 ， 
通过 上 隔 的 卑 冲 ,我 们 从 数组 


ia C ` (6) 


M'ta t’ Pns (6') 

W Raha F i= PEN: 

(i Gó = G, UULA RA KE, 

(H) A'< A,BIPR AFE Et h Í: 

Dans G, 名 新 数 租 中 有 一 个 数 就 是 原 求 数 粗 的 几何 
TH, 

如 果 狐 数 粗 C6') HF yak 5 JL AHR , AA RATE aA 
的 性 质 { 一 ) 网 第 7 AOAR: 

G'= A', 


CPER EEDE 

GZA, 
ERREATEHA. 因此 不 奶 百 假定 466) 中 至 少 有 而 个 数 不 
一 样 , 那 么 其 中 必 有 一 个 最 类 的 ,一 个 最 小 的 。 于 是 我 们 可 Bi 
和 -上面 完全 一 梯 的 办 法 从 (6? 洗 出 男 一 组 新 数 : 


Gy a ER DOP H na (6°) 
它们 的 算术 平均 和 所 信 平均 分 别 纪 为 A 和 人 好"， 利 用 和 上 面 
一 样 的 推荐 ,最 知 
Gr = Tela A" A. 


同时 (6 站 中 又 多 了 一 全 G, b SE BB (6 ih E p H NAKE 
GT. ` 
RR66 4 Bukak GE n-1 次 ) 以 后 ,一 定 可 把 新 
数 直 中 的 数 全 郁 换 成 @。 不 起 直 在 第 om Cmsn-1) 次 时 已 把 
至 部 数 换 成 @G I. REIRA 
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q C) q Um). |... m Aaa (6`%> 
分 别 用 A 和 Qu 有 它们 的 算术 平均 和 几何 平均 。 于 基 我 
TF 
一 = 
A < Am"... A' < A, (8) 
m LAR eH n Ake GY Y. Ae 
tg 


1 3: * 
把 这 个 精 果 代 大 (8) , 立 列 得 

| G<A, 
这 就 是 我 们 要 证 的 精 果 ， 

这 个 证 明 的 构思 是 比较 巧妙 的 , 它 遂 过 造 新 数 租 的 办 
法 ,把 原 数组 逐 欢 化 简 , 最 后 使 其 中 所 有 的 数 都 敏 此 相等 (这 
时 见 何平 均等 于 算术 平均 ) ,而 在 化 简 的 过 程 中 它 始 菇 使 禾 条 
平均 不 次 ,而 酚 算 术 平 均 逐 火 减 小 ,化 到 最 后 一 步 时 ,定理 就 
显然 了 。 这 种 想法 可 用 式 子 表示 为 
G= =G" =... 6D Q 


A> A > At! >... > AD> l : 
很 据 上 面 这 种 想法 , 履 者 不 崔 答 出 这 个 定理 的 咏 一 个 证 
明 ,我 们 刀 议 法 化 简 原 数组 ,使 它 最 后 m 个 数 披 此 外 等 ,但 在 
化 简 过 程 中 ,使 它 的 算术 平均 不 变 , 而 下 几何 平均 逐次 增 大 ， 
可 用 式 子 表示 为 ， 
G<@ G" <<” < 
A= A' = A" =. = APD A: 
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具体 的 作法 留 答 末 者 作 杯 习 。 

上 述 那 种 证 明定 理 的 想法 在 数学 的 其 他 则 题 中 也 常 被 用 
到 ， 
定理 一 的 不 等 式 中 还 有 一 个 湖 题 导 得 研究 , 那 就 是 在 什 
AEn TEERAA E. WAS. SEQ n Aike A64B 3, Bi 

(i= g "s = G, = G, 

那么 H=G=A, 

现在 的 间 题 是 ,如 果 


G= A, 
是 否 一 定 有 
| dy = a == = =a, 
wr 管 案 是 肯定 的 ， 事 实 上 ,在 定理 一 的 最 后 一 种 证 法 中 ,我 
FERAS I. 
证 者 不 姑 回 忆 一 下 :我 们 从 
Tisa, tt y E 
中 至 少 有 两 个 数 不 相 符 的 假定 由 发 ,最 后 得 到 的 精 误 其 
G< 4， 
因此 加 果 已 知 G=A 
BEF MARRA RRAS T. HARME, 
定理 一 可 完整 地 叙述 为 :对 任意 "个 正 数 


Fis ta I, 

来 说 ,永远 有 JH==<G=<A, 

BR: 35 35 SF B. RU n 个 数 彼 此 相等 ,的 
G i= ma == =+ = ds 


时 才 成 立 。 
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= MAA RH 


看 来 似乎 数学 味道 很 波 的 定理 一 却 有 不 少 我 们 意 想 不 到 
的 应 用 ， 

(一 ) 如 果 你 仔 超 留 心 一 下 信 品 店 里 出 售 的 狠 头 食品 ,你 
会 发 现 这 些 租 头 的 形状 大 部 分 是 高 和 底面 直径 大 致 相 等 的 图 
柱 形 ， 除 非 有 特殊 的 原因 ,很 难 发 现 有 圳 得 象 祖 棍 守 -, 或 者 局 
得 象 个 月饼 的 负 头 你 有 没有 想 过 这 是 为 什么 ? 当然 ,高 和 
底面 直 各 大 致 相等 的 赂 福 形 看 上 去 比较 匀称 ,这 应 肘 是 一 条 
理由 。 但 更 主要 的 原因 似乎 还 不 在 这 里 ,而 应 航 从 我 全 的 定 
理 一 中 得 到 管 案 。 

我 位 知道 ,为 了 存放 一 定量 的 食品 , 铅 头 的 容积 往往 是 一 
EN, TEREE Vo DERRE Vo 的 图 福 形 馈 头 可 以 有 
各 式 各 样 的 形状 , 它 可 以 很 长 很 尊 , 也 可 以 是 很 局 的 。 在 这 各 
式 各 料 的 鳄 头 中 尽管 容积 都 是 一 样 的 ,但 是 它们 的 表面 积 却 
随 着 形状 而 改变 。 也 就 是 向 ,在 同样 可 以 存放 容积 是 Pre 的 食 
TERSAK h, AERA EHA, TH RRE AER 
料 ， 显 然 ,从 节 鹊 的 观点 求 看 ,我 们 当然 应 
该 制造 用 料 最 省 的 那 种 汶 头 ， 那 么 完 劳 怎 
么 样 的 负 头 用 料 最 省 呢 ? 

如 图 2 BARRER A RPRET, ñ 
由 于 它 的 容积 是 Vo, 所 以 有 

rr 入 一 人 


Rak PA n HA S Sk E 图 2. 


下 陋 个 底面 积 的 和 2x73 加 上 个 面积 3ze ,部 
8 = 22 T2907 , 
RTM EEE ahh aE r.A IE S A 2 E, IEE 
理 一 ,我 们 有 
S = 2mTŠ + Barh = Datt + orh + oorh 
- =83SZ2xV i — WE, 
这 个 不 等 式 告 新 我 他 ,表面积 永远 不 会 比 
3 orp F 
小 ,因此 如 果 能 找到 适当 的 7 使 5 的 值 就 等 于 3w2r75, 屠 
么 这 个 * 凡 就 是 我 们 要 找 的 了 , 要 我 出 这 样 的 7.h 着 不 困难 ， 
兵 要 把 上 面 不 等 式 中 的 不 等 号 变 成 等 号 就 行 了 . RF sept, 
等 号 成 立 的 条 件 是 所 有 的 数 彼 此 和 杠 等 ,在 我 们 的 狂 题 中 便 有 ， 
g2mwr2—mrh= mrh, 
由 此 立刻 得 出 : h=2r, 
序 高 和 底 击 的 直 佐 诬 南 相 等 。 这 就 是 我 们 所 去 的 畏 葵 。 
34 A=2r 时 , H 


arh = Doe 一 Fo, 
ao O ey yE. 


根据 这 两 个 式 子 就 可 从 VY EEr 和 大 的 具体 数 入 。 
《二 ) 在 一 张 什 径 是 卫 的 首 桌 的 正中 央 上 实 挂 一 放电 灯 ， 
大 家 知道 , 灶 挂 得 太 高 了 ,桌子 进 儿 的 尝 诬 就 小 但 才 挂 得 很 
低 , 桌 子 边 绿 处 仍然 是 不 将 的 。 那 生 完 蝎 应 咏 怎样 选择 灯 的 
20 


高 度 ,才能 策 桌 子 边 并 处 最 亮 ? 

我 从 还 必 用 定理 一 来 解决 这 再 
KË. 

如 图 8 wat Tñ Pe E R.3T 
HIR EE A, MAITIE E T EE BJ 
ARRE 0 f. JA g EEA 
道 , 泉 子 边 笛 一 点 处 的 照度 了 工 和 日 
的 正 着 成 正比 ,而 各 这 一 点 到 光源 
BJ EE Ñ r IRA ADE, i AR 


r= sin 8 图 s. 
这 里 中 是 一 个 和 灯光 强 放 有关 的 常数 。 从 图 上 容易 在 出 
R 
r= eos ph 
央 此 上 式 叉 可 写 为 


i= sin ø eos g, 

我 们 的 阿 题 就 是 要 选择 适当 的 品 , 使 上 有 最 大 值 。 冤 易 知 道 ， 
使 玫 焉 最 天 值 的 乡 值 也 一 定 使 工 取 最 大 人 盘 。 因 此 只 顷 求 出 便 
s% nn + 
i =n 0 cost g 
JEBO KI8EJ 0 RIT. REEM, RMA: 

I2= Pa sin? g cost 0 
= pa (2in8) (cost (cos20) 
< 人 Siniy pes ix cos? 2) 3 
和 
oR DESA 


zt 


eo ame nosa. 


所 以 P AKER A igi WERE T: 最 大 , 只 须 使 上 而 
不 等 式 中 的 等 号 成 立 就 行 了 ， 所 以 有 : 
2gin*8g =cost 8 = o0829, 
由 此 可 得 t20= i, R tg 0= Z=, 
因而 = Rg = 二 
BGR EBR, MERN EERE Jy ib, AEUR ARR 
大 .这 个 糊 果 对 你 晚上 看 省 是 有 现实 意义 的 。 
(DAPRE RME LIZARRA, 把 利 下 的 部 分 国 
RAER 显然 ,这 个 图 锥 的 体积 和 制 去 的 局 形 的 大 小 有 
关 ， 制 的 太 多 了 ,加 名 
À N O BERRIN 
€ 4 了, 轿 锥 的 体积 还 是 
j A ETR 
去 多 大 一 块 ,才能 使 所 
图 4 ERARA A A 


体积 ? 
如 图 4 , 命 & 表 示 前 剩 下 来 的 角度 。 由 于 赔 雏 是 由 前 剩 
下 来 的 部 分 转 成 的 ,因此 圆锥 底 区 的 局 长 就 等 于 葛 剩 那 部 分 


PAE, BN 2ar=tR, 
或 r=. 
图 锥 的 母 矿 长 就 是 这 个 图 的 第 径 R AARM 


hy Wr ~ v A, 


Pr AE EKER 
V = hari= < = R qam Ey 


m 
= 3 —z2, 
BA m, Aa? = 


现 企 的 半 题 就 是 要 适当 选取 2 E, 使 体积 F ARAKA. ME 
题 一 样 的 粗 落 ,只 要 找 出 使 7 ERREA AT. HER 
一 得 ; 

了 2 一 


wt (Ar? — w?) g2 + p? (8o — 27} 


Fs 
Fo i 
J fpa 2 
1159 =L J 


< 


=R=, 
BRRR T 永远 不 超过 起 生 "Re。 要 使 它 有 最 大 值 ,只 要 上 
述 不 等 式 中 的 等 号 成 立 ,所 以 有 ， 
g= m= Bn 一 202， 
和 此 立 得 =2mf3. 
所 以 前 去 的 属 形 的 中 心 角 应 藤 荐 
27 2m] 2 = 21 = 2) WE, 

士 面 三 个 例题 都 是 要 求 在 一 定 的 条 件 下 去 寻找 某 个 昌 的 
最 大 慎 或 最 小 值 。 这 一 类 半 题 绩 称 为 极 太极 小 间 题 。 微 分 学 
葵 出 了 解 极 大 极 小 问题 的 一 般 方法 。 击 在 我 们 这 儿 反 复 运 用 
定理 一 就 可 解决 它们 了 ， 不 过 有 时光 用 定理 一 似乎 还 嫌 不 
够 ,还 融 另 外 想 点 办 法 。 雍 我 们 再 来 看 一 个 例子 ， 
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(DRAKE opez mnam 


z eoz 


Eg E 50 mk kS | 
772. 


TAKK AA 2 BN UU A 4 BJ 
E— F 3 JE E r Bu v 1F. 
方形 之 后 ;可 雇 把 余下 的 
部 分 做 成 一 个 沪 有 六 的 
MA. BB HH m p iR JE i s. 
2 e, T BÉ I Mita gr ERRER? 
ABR 5 T 25 8 H, 85 K pu 8) ap RTA 
V =g (80—28) (50 一 20) . 

ATETA PAEA z. ER Apn HAHAA, R 
Fie r "pk 

y=} T 4e (80—22) (50—22), 
把 ix, 80—20, 50—20 看 成 三 个 数 素 应 用 定理 一 ,得 ， 

y=} - ár (80 — 2r) (50 — 22) 


1 piæ+(80—2r)- (502r) 
<+( 8 ) 


EVENTI 

为 要 使 p ARAE, RAHETERA RR a, AEA : 
dx =80— 2z =50—2r, 

但 显然 这 是 个 矛盾 的 方程 式 ,由 它 无 法 解 出 * 倩 。 为 此 我 


个 得 另 想 他 法 。 我 们 不 妨 引 人 一 个 待定 的 常数 $, 把 V ER 
24 


V = pyl Ch + 2)e)(80—2=J(50—28e3 
] (2k -2r (80—2r) -+ (50E — kr) 3 
二 于 8 ) 
1 a0- 50k 
=ar ( 3 ) wm. 
因此 当 《2 下 十 的 和 一 80 一 27 一 508 一 2804 
时 ,六 有 最 大 值 。 这样 我 们 人 恒 得 到 了 = 所 满足 的 两 个 方程 式 ， 
(@&+2)we=80—2>, 
(2k L 2)w=50k—28m, 
这 两 个 方程 式 耸 别 有 解 ， 


0 p 25k 
EFI’ 及 二" 


要 使 这 问题 有 解 ,这 两 个 < 的 值 当然 应 该 相等 。 为 此 只 须 选 
取 志 的 值 , 使 它 满足 ， 


m= 


从 这 个 方程 式 解 得 
k=2, k= 一 生 。 


EAR ARRERA, E A IR D 
广 中 第 三 个 因子 将 取 急 值 ， 因 
此 必须 取 k=, 代入 上 式 即 得 
2z 一 10, 这 就 是 剧 题 的 答案 。 
(五 ) 最 后 我 们 芋 一 个 有 趣 
BS JLI ES, 在 周 长 是 于 的 四 . 
MD rR, KAGER EJA J Il g 图 s. 


最 大 ? 
这 信 问 题 一 下 子 是 不 容易 回答 的 ,但 利用 定 狸 一 孝 可 以 
使 胃 题 得 到 解答 .当然 ,这 里 还 需要 一 些 数学 技巧 。 
如 图 6 ,以 4 四 边 形 的 面积 ,4,8,c,8 记忆 的 各 边 的 
E. HEE 


atbte+d=2A, 
从 图 6 显然 可 知 ; 
2A=ab sing + od sinp, 
所 以 l 
dA =n binih dant + abed sind simit, (1) 
FHER RR RA AR AG 的 长 度 , 即 有 
a2 L B2 2ab cosb — aB + dt — 2 od cosp, 
或 者 {rr D2 a2— 22 
= 4%2b2eosg2d T4600smb — Bbed cosh cosp, (2) 
鸭 了 消去 中 和 中 ,月 4 莱 (1) 然 后 和 (2) 扯 加 , 寺 记 
中 十 划一 人 


16A? + (af + b2— 63— d’)? = 0252 + Aed? — Rab ed eos 9 


= 4 (0b -+ edyx2—166bed cost&., 


或 者 
A= lA (ab ed)3— (a24 bs— en — d2y83 —abed cost 


= S[2 (ab + od) + (a + b2— e? — d?) ) (2 (ab + cd) 
一 (as b2— 6? — d?) ) — abed cos? £- 
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= Catb) (e—a) (e +d)3— (a— h)a) 
— ab od cos E 

=p @tb—0+d) (GmG-+b+a—-d) (e +td—a+b) (a+ d 
+a—b) — abod co? $- 

= L (21—20) (21-24) (21—20) (21—25) — abad c08 8. 


G-a) Q— b) G- s) Ud) — abod cos 和 


出 于 abod cos Š. > 0, C39) 


所 以 有 A xaaa 0) iad) 
再 用 定理 一 ;, BiH . 
A xima bA Ud 
(Qa Ob Fe) FU 4 
<[ 4 j 


=(;) 一 常数. (4) 
AIER 935 269 Puk past D. ATE 4 有 最 大 
值 ,只 须 〈3 ) (4 ) 中 的 等 号 都 成 立 。 莫 (3 ) 中 的 等 号 成 立 ， 
只 须 


B=, (5) 
要 (4) 中 的 等 号 成 立 , 只 须 
一 和 一 一 二 一 一 6 一 上 一 号 ， 
部 = 二 dd. (6) 


HAREGO C UMMA NEH. TERT 
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得 到 这 祥和 的 精 粒 ;在 周 长 一 定 的 四 边 形 让 ,以 正方 形 的 面积 为 
最 大 ,我 们 还 可 得 到 和 这 等 价 的 精 论 ; 在 所 有 击 积 相同 移 四 
过 形 中 ,以 正方 形 的 局 长 为 最 短 。 


可 是 
[. RE mismas so ma ABETE gt REMH: 
(如果 z Tao Pe =c, DRA m= ==. = fs 


RR nir- 有 最 天 值 (2》 
Cii JAME ronwa JAH mim mari =s e hy Tax, 
mtrt o ten HME E. 
注 密 上面 记 举 的 儿 个 产 用 题 实 奈 上 所 根据 的 就 是 这 两 荣 狂 贸 ， 

2、 招 一 长 为 ! KRISAR MERG FEELER 
大 面积 ? 

3.。 吓 朋 图 内 匾 短 形 以 正方 形 面积 为 最 大 。 

4. 把 16 分 威 四 个 正 数 之 和 * 间 年 衬 分 北 , 寺 能 使 这 四 个 数 的 当 积 
有 景 天 舱 ? 

5. KITERME~ DERRER CARES r 立方 米 . 
用 来 做 底 的 金曲 每 平方 米 3 T RIERREN 2 TEE 
这 圆 精 * 半 能 使 成 本 最 低 ? 

6. I] 8 (0< 0 < 二 三 ) 取 什么 值 村 * 醒 数 

u= sin28g cosp 

BRAI? 

7. HEERE 100 FARER ARE EA E RA 
PE? 

z. BREAD ENERE RA 5 E EPA] W 3 48 
MRR, 
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四 ” 几 个 简单 的 不 等 式 


不 等 式 在 奖 委 数 学 中 占有 相当 重要 的 地 位 、 事 实 寺 ,我 
们 的 定理 一 就 是 一 个 十 分 量 要 的 不 涯 式 . 刚才 我 们 已 经 看 到 
了 它 在 解 极 慎 辣 是 上 所 起 的 作用 .这 一 节 , 我 们 将 从 定理 一 
出 发 ,推出 另 一 些 有 用 的 不 等 式 ， 

HEER— 3 n OF S tS T 1, MARTH P 
EF Tn. D l 


Mat = 1, 


f 可 以 推出 Gy t (ha Ë see TF hi E, 


W HES P 3 


R= t5 += m,=1 

H FERM., | 
EHTA, 252688 snn RT An AJ IE khu JL 

何平 均 


G= Sagar =l, 
AAEE 
aata tae tih, 
等 号 成 立 的 条 件 是 显然 的 . | 
WRZ WFE n AER arma te ,0n, EA 
CETE e +G) (Z + ] ] 


六 明 也 很 简单 ,内 要 和 着 用 不 欧式 H< A, B tS, 
__ tt = titat: 十 BE 
* 


E , 
A. 十 r" + = + ra 


T 


29 


H pE BIN 
(G, + tat s + r 39) (i+ =+ s" 十 3.) =n, 
TARP JL S ATERRAR R A hb. 
例 1 EX Gm ina EEE n AER G IE.: 
. G" m” F en a , 
证 ”出 定理 一 得 ， 


A 
Cia th = A a sm MA 


Mim EIR, n UBR ERRA. 
在 上 面 这 个 不等式 中 分 别 取 和 二 2,3;4," 可 得 ， 


G +a Z 2 


+ 


m š. F m 8 i Das, 


mt+ fyt + m 4 + mi Attala, 


92 io, b, 0>1, MIE: 
logab -+ log e -+ log >83. 
WE ”由 对 数 的 性 袖 ,不 难 证 时: 
(logad) (lome) Coge) =t. 
Pre H HER a E, 
H3 ia, b, d BEES MAE: 


1 1 1 1 16 1 
aphte + + = 8 atitetd' 


Tera T r KdTa ' atb+d 
证 < 的 一 在 十 站 二 6， úa =b+s+d, 
Cg 
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于 是 


Ayt Ba + s Ñ+ G; 
=(G+ b+ 0)+ (b+ eq d)+ (6 + d+ @)+ (€+ h ay 
=3(@-+ b-+o+d), (1) 
HHR 
' 1 1 1 1 
(mi taatia t (a F Fa T 2216. (2) 


8 (G+b+ o+d) 


1 1 1 1 : 
x a+ b-- + b+ +a + e Td+a + a+ b+4d )>16, 


BARRA garer ra EER. 
例 4 设 4,5 是 两 任意 不 相等 的 正 数 ,就 证， 


abt (EHR, 
m REH—: 
各 个 
[Tb a+ nb 
"to" ahd < 人 一 T LI ` 
s" 


两 边 同 乘 ”+ 1 次 方 , 序 得 所 要 址 的 不 等 式 。 
例 5 Ri n=O +-l y" f u= (一 二 六 都 是 递 二 
数列 ,而 z. = (1 + 1 ys 是 遂 城 数列 - 
证 ， SERE ta A Ya RRG. BIBE, 
Ea 0 Yaet. 


Ta O. 


ti BJ 4 的 烙 果 可 得 ， 
。 tat) 
a= (+ 二) 一 1， (+4) < J 


T+ n+1 
一 (人 有 ”= (+t) maan 


i+a(l— O-R ym 


和 < 


n nt i nti 
= (zi) = (1-- ari) ' Syni 
再 证 2, 2828 09 , BES uE: 
Zn Bl, 
— (+ 二 六 ”= (2 y” = -E 
' Lo 


1 + Yano 
{1 ag" 1 


同 理 ， zn = g. 

得 因 z, ERRA, 所 以 1 <+, AART 
. TA > =m ' 

所 以 得 -O >a 


关于 数列 m, 还 可 以 进一步 探 时 一 下 :这 个 数列 甩 然 
% 的 增 大 而 增 大 , 它 是 否 可 能 趋 于 无 穷 大 妮 ? 由 于 
w+ <( ++)” = 


随 


NE z, 是 递减 的 ,所 以 
Za az= 4, 

内 而 得 m, <4, 

ARER, — AE AA 2, 是 递增 的 ! 另 一 方面 它 永 远 不 会 超 

过 4 ,因而 各 是 一 个 递增 丁 有 界 的 数列 。 根据 数列 极限 的 定 

理 ,知道 om EUR. RH e 来 记 这 个 极限 值 , 即 


e= im (1+4). 

数 # 在 离 等 数学 中 十 分 重要 ， 我 们 知道 ,中 学 里 的 对 数 
是 用 10 作 底 的 ,时 做 常用 对 数 。 高 等 数学 中 的 对 数 一 般 不 用 
10 作 底 ,而 用 数 。 作 多 ,叫做 自然 对 数 。 几 6 EIR, AN 的 对 
数 读 作 

"log, N 或 串 nN, 

3 a 和 图 属 率 7 一样 ,不 仅 是 无 理 数 ， 而 且 还 是 超越 数 ， 
部 它们 都 不 是 整 系数 的 代数 方程 式 的 根 。， 

利用 电子 计算 机 ,人 人 向 已 把 这 两 个 数 算 到 准确 到 小 数 点 
EALE. $ e 的 小 数 点 后 15 位 的 村 是 : 

6=2,.718281828459045.… 

作为 这 一 池 的 精 尾 ,我 从 再 介 东 一 个 以 后 机 用 到 的 不 等 


TRL G ?一 1 那么 
(一 ) 当 0<a<1 时 有 

{1 + wl tar, 
(=) š a<0 Ñ a> 时 有 


(1+x)%@>1-raeg, 
LERTA 53 RD w=0B RY, 
REBA ” 先 证 定 还 的 前 中 部 ， 
苍 “是 一 有 理 数 , 所 以 可 表 成 为 芳 数 ,ae = 7, 关 0<e 
<1, 所 以 m,n PEER A Hne, HBE r>- A 
I+m>0,W PL EBE t: | 


(42)°= (+0 =F 
= ya Fo) dt PUH Hm) 
—— a a n 


Mp 
m+ nmt 个 


I meta _ m 
=— Fit pral tat, 


其 中 等 号 当 并 且 只 当 1+x 一 1 BD “一 0 时 才 成 立 。 

上 面 就 < 是 有 理 数 的 情形 不 明了 定理 的 前 中 部 。 个 山 = 
是 任何 小 于 1 的 正 实数 ,这 时 一 定 能 得 一 有 理 数列 T Ta, 
ro ERRE a, A 0<7。<1, 即 


lim = 
no Ta= G. 


HF r, PESHK, ES > — 1 时 ,下 列 不 等 式 都 成 立 ， 
《1 十 多 JE1 十 各 化 (=1,2.…) ， 


”村 是 


Hoo Po 


(1 +2 “= lm g+ eg Hm (rp) =1 + am, 


这 样 就 完全 证明 了 (一 )， 
现在 再 来 芷 明定 理 的 后 站 部 。 
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等 式 
(1-+-zry->1+ ag 


显然 成 立 ， 所 以 不 妨 设 1+ ar>. hFa, p 
0< 过 一 1 用 (一 ) 中 的 结论 得 : 
(1+ar)*< 1 二 二 ,cz= 1 十 ws 


RAR 4 次 方 ; 即 得 : 
(1+) l+ gz. 


karl. # l+tar<t PAAP 0; 因此 不 


最 后 证 明 a<0 的 情形 , 我 们 还 是 设法 利用 (一 ) 的 结果 ， 


HA aco RE ami RARE n 使 得 


n>max(—a, |ar|}. 

于 是 0<— 

[wz| i 

— < 或 者 ie z <1, 

. _ s= ar 

Mim 1 > =>0, 1+ a =0, 
应 用 已 证 得 的 (一 ); 有 . 

(+a t<1+(—2)e=1- ts, 


1 
一 人 


z 2 
> (1+z) >- lt 


ag 


这 是 因为 -Se) tar)=1- (BE) <1. 


mm s. ——' an |... 


(3) 
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(3} 式 两 边 同 寺 #3 次 廊 , 并 利用 刚才 证 得 移 结 果 , 得 : 
Qty (1 全 ) >1T2 人 we 一 1 十 az 
定理 二 到 这 里 全 部 证 竺 。 
3 题 
1. 设 *z>0, 试 证 : 
l tat-t te Haa (28 Dan. 
2. 证明: 4 a> a < (Ly iph m =n(n—1)--2.1; 
8. it a, b, a WEEK, 试 证 : . . 
(atbte) (Fto 二， 
4. H G, s, a a 是 任意 ”个 正 数 ， 试 证 不 等 式 


1 m Bani Ün 
m a 十 … 十 -一 a, Tam 
5 
5. 试 证 不 等 式 ri 


6， 设 =, yz 都 是 正 数 ， 试 证 不 等 式 
wit ei + a ya (ey + 2), 
7. (3a, b, c HRES, 而 且 满足 sa 十 58 十 cs 1， 试 证 ; 


— 


8， 设 an an as ba, babs HEEM, 试 证 : 


Cana ata tae 


9. BEA, Gn, G, kasa r S =a tat tan RIEL 
S n 


Sza! +z Fa 2 
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lD. RÈ sybse JEtF-£ = A= IF. Sk + ARI: 
— p- | S >D 
bae tara + a+b > z 
il. Fiala 和 vtan BARE 
(I+ 33) (Etape lH] +s+ Č PT -pS 31 + rare 


五 2 T 3 


ESE RRRA, BT p fh da PR BJ J? A RE 
HAFA. MARTRE TEF -RE JL 
HRAT HATAR ER HT aA 
REARDAN: 

HSGSA. 

ER, REE pir EO, 

ey Gida, rt Ea 


是 任意 个 正 数 ,我 们 称 i 


aY Y+... yx Y 
M CA ,ay Ta) = ( Tae Tita") (ys. 03 


为 这 一 组 数 的 y REF, DARRA MO). 

BA, MY() 具 有 前 面 所 寓 到 的 关于 H, a, À 也 共有 的 
两 条 基本 性 搓 , 即 ， 

(=) a= =+ =m,=C 312. M (a) =í 

(=) msnm =s M G= 1,2,...n) ,那么 MSM: (G) s< 3 , 

从 型 :Kg) 的 定义 式 子 显然 可 以 看 册 M Ga) ERTE 
的 。 但 是 我 个 可 其 研究 当 y->0 时 Mr (a) W RI. FEiz 
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HIERA, lin M (a) 是 存在 的 , TEREX n ARRULA F 


sh 
J9 , Bl! Mim Myo) = naan =G. <1) 

ATERRAR, VAER LA" E 88 S 55 SE p 1R 29 
重要 的 极限 。 


i l. 
引 理 一 Jim (1 ty ==, 
-3 i i — 
# i itel ti e 
命 tel@ =n, 


于 是 ngocati, 
所 以 当 s- o jP n ti, 88 T co ,而 县 
Ith S 1+1<1+1.: 
(th) slrana) SGA) 
<(1+4) (2) 
由 第 四 节 抽 5 知道 ` 
0 


-1 


T IRRE z BJ HE hk. TAE e RAES, ja [2,8] 二 2， 
L-1.31l= -2。 ` ` ` 
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1 nti 
I-t — 
Jin (1 al y" — lim 人 二 ) 
paoc ` #+I => l 
LT AT 
u+i 
li — -_. 
KON (ran) 


一 一 一 . ~ = ë 


Hu (ii r - 
neoe -H 
Puk LE TTS S> ( 2 1) 的 两 端 , 当 r> 十 co B| n— + oo I HBE 
e RER, BrEA SEE re 309 (1 + SIE 4 m= + oO | ABB, LA e 28: 
极限 ,部 im (Gedy =a. 
当 Ee F ,从 党 二 — y, HA -co2, 这 时 


(6) - G) 


= 人 + 二) = (+5) (+). 
所 以 | 


im ,Gti) -一 dim, =) ( l+) 


= Pm. ks. S, sro (LF zi) 6. 


Ew IBIDN 542" , 即 得 ， 
Zim n {1 + 1y =e, 


ARA a = 二 ,那么 当 sooi}, a0, PEREK 


TEH am a)i =e, (3) 


a 


= In(1+ z) 
引 理 二 doe S, 


EH 


E 如果 命 。 y= (+a, (4 
那么 当 (3) 可 知 , 当 w30 aye, 在 (4) 丙 问 取 以 6 为 底 的 
自然 对 数 , 得 


Imy=In(1+ ot 


` 1 ! Fi i 
所 以 ass lim iu y=ine=1, 
= li =l _ 
RIEZ Jin s = Ins. 


证 命 y=w” 一 1, PA soo HJ, 2 4. 0. >< hF 
@°=1--z, PRLR A RATM 
zing= n(1-- 4), 


E In(1+32 
部 : x = na 
orl _ s _ ma 
村 是 s baty — mty) * 
ma m 
由 引 理 二 郎 得 
lim -1 _ ina = 
mD = lim In(1 +s) In 6, 
y>) y 


有 了 这 三 条 引 理 ,关于 篆 平 均 极 艰 的 等 式 (1) 就 不 难 证 
H7. H+ 
attat tenY 


In M, (a) = y 21 
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Ga T+ G Y+ +a, 


如果 合 £= b 
本 y . 
J#h Z. A 25 Phe =1 (i=4,2, m,n), 
; lim + = 
所 以 7>) ” 50, 
TÆ In Mo (a) =- In (Lay = (12), Z, (5) 
一 im Ute) 
saasa g aa, 
且 由 中 型 三 知 
Bi no Uia iida A 
Hm Z lim . n kus 
y) y 70 x 
i 
T n 70 y 
ad lum (3 2—1 Nal, L s ?—1 
=, n ( 本 人 ) 
=. (Hua Hei _ lm Safi 
BAy—20 7 + T+ ,0 y ) 


= (lina tin tat = + In es) 
= ç In (gta ttn) = ln Q alay. "i 
在 (5 TIRIN 7 一 0 的 极限 , 即 得 


: ln i+ : 

Eg n My (a) = 12 Hata aS 
= In hari, n 

所 以 lim Mya) = aaa = @, 


Yü 
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ATE wassap. a. (= 


根据 这 个 销 架 ,我 们 便 可 规定 Mr (a) B X Y. 很 自然 ， 


我 们 定义 Halo =g. 
这 样 一 求 . Myl ERER 7 都 有 意义 了 。 
5 y=1 时， 


drtato da 


WEHETAREH 4 y= - 1 Wr, 


M- (0) = 
1 + 1 r 
L =: dp 


RNT 235. | 

由 此 可 昂 , y 2098339 1918125; E BF Bho IFI isk 2 3 19 
方法 统一 超 求 了 。 

科学 家 俩 是 永远 关心 事物 并 的 内 在 联系 的 ， 人 全 自然 想 
知道 ,对 任意 两 个 实数 a, B, RRT M (a) $, ERETI 
型 sta)? 秒 有 些 什么 关系 昵 ? 我 们 希望 从 定理 一 得 到 些 启 发 。 
从 一 毅 的 轿 平 者 的 角度 求 痢 , 我 们 的 定理 一 不 过 是 

MOSM < M (n), 
它 指出 了 当 7Y= -1, 0 和 工时 三 者 之 问 的 关系 。 这 里 值得 注 
意 的 是 三 个 足 标的 闭 序 和 不 等 号 的 顺序 是 一 强 的 聪明 的 请 
者 自然 会 各 到 , b kup ME a <b, ARETA 
M. (my= M , (m) 

呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 

TRE R htn, a REE Nn AER eg a<, R 
在 一 定 有 MESM (a), EFREN n À aae 
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RE. 
证 明 {E M. WA MeO Ma M M a, REEI 


M ai Jets y oaa Mg ,... 
HH MeS u >I RRENEN, R nIes 
Mg _ 1 pafta tuta V 
29: Ma 7 Me ( ; x ) 
OBL 
Me goa ED 1 
L Sa -= J ` 
JA Gista, t En B — SH S: 
, ad ig, N da 
TiS g tT g Ü 1 8 s= Fa’ 
TXAR H o KR 
í 
: E Daa a JE hin iiis Fame = 
| a Í Z -L 
7 
n 


四 
=u 一 有 


BE A RRF 


Ma = (te rukata y 
.- 


_ [x y tO 


= 
m oE Ma 
Wa 


[BJ RUS Bi M' . 221 3R4T TY. Ah MLR, 只 要 对 = KRF 
均等 于 1 的 那 租 数 来 证 明 它 的 6 葡 娩 平均 不 小 于 工 就 可 以 


H 


. 4&3 


了 。 
因此 , 我 们 不 六 一 开始 就 假定 Ma=1, 不 热 的 话 通 过 上 
曾 的 寻 论 可 把 问题 化 到 这 种 情形 . 


i 
H Ma=1 p {和 


atatao Ta t=m, c6) 
我 人 的 目的 是 要 证明 
| aË aB e Ta Ë, 
Ñ x (a + (as) 5 + == + (a) E =n, 


fr a=1+b5b,. at= 1 t b,, e, =l t hn, 
TE MH t e H Ann A b t batee HOn, 


H (6 ) B/|#8 bit batee Tb,=0. (7) 
现在 分 三 种 情况 来 前 险 : ` 


(DERE p>a>0, kh Ë. >1, 所 以 由 定理 二 的 后 中 
部 得 ， o 


B 8 
(a= (1+b) > 1 + fb, 


E B. 
(az) = (1H b Eb, 


(8) 
Ge #=(+b)Z>1 十 只 5 
把 这 些 不 等 式 加 起 来 ,再 应 用 ( REGE 
(2) w + COLETE + (a) Tn, (9) 
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ém G L tee tR SR, 


_ 3 B ... a 
或 者 a, tatt 二 an g, 


MAREAD , A f 
Mia z21= MN x, 
因此 当 8> wy>0 时 定理 成 立 ， 

(二 ) 基 a<B8<0, 那么 0 过 总 <1, 这 时 由 定理 二 的 前 
PRAPER) 的 不 等 号 全 部 要 换 方 向 , 因此 水 等 式 (9) 
也 要 换 方 向 ,于 是 得 ， ` 

G Ë 十 a? + os En 


a Pta mt: “hab Qy. 


( t+ +ü? )#> 1, 


6p Me>i=Mg, 
Gi atia w, 8 异 号 的 情形 ,好 ca<0< 有 ,这 时 
£ <o, 
所 以 直 定理 二 的 后 站 部 知 不 等 式 (& NRE , Ami o) 
也 成 立 ， 于 是 完全 和 ( i) 一 样 ,证 得 
MaMa, 
AE, 我们 就 << 局 的 各 种 情况 认得 了 不 等 式 
Mas Mo. 
RE, ik ata Sm Pi araya F. P L & % Z R GA 


* em pa... A o n 


《87 申 的 等 导 全 褒 成 立 , 和 而 由 定理 二 人知, 这 具有 在 
=b,= += =b,= ü 
HARTE, l gl yt ut 
d = 4 = =G =1, 
这 是 因为 我 们 一 开始 波 是 了 Hami HHR 在 一 般 JS E 
下 ,等 号 成 立 的 条 件 是 ， 
(f, = (La = t = (tp, = JH rr 
定理 三 到 这 里 对 部 证 完 ， 
¿yj YPO < 1< 2, MERET 
M ISH OSM iS Mo, 
BRT ARELA E, UI 229 838 5 OR A 
AE S 8EbL2F 285, | 
如 虹 我 们 把 7 AEF M yta) 看 作 Y 的 狂 数 ,那么 定理 
三 告诉 我 们 ,型 4) 8 y RREA, b WE BR, 随 着 7 的 增 
A, Myla) 的 值 越 末 起 大。 那么 当 ? 人 -ee W M (e) 是 否 会 
8 T 2329 2UE? 很 容易 知道 这 是 不 可 能 的 。 20 34F82 Gy, Gs 
H HE ditg, ,dn 中 最 大 的 和 最 小 的 ,这 时 


USt =l 2, n) 
了 +. 1 


由 此 可 以 推出 

Ga TAE y (G) Et 
因此 Mr; (e) 是 有 界 的 , 它 不 能 趋 于 oo, WR Ma) 是 了 的 
RE E BILM 7 + o IPE fr R. A Z, E 038 
BU E tl 2 UE: 
áG 


HTF 
1 
7 


M (a) = (< aaa > EAF _ m (1) 


n n ' 


1 
所 以 得 a (7) < MI) <a. uo) 


因为 当 y 全 Too 时 ,地 -> 0 AR yia (1)7=1,B k 


7 全 +ce 蛙 ,不等式 (10) 的 左 端 以 @i 为 极限 , 右 端 当然 也 以 
SBR. TE, KE G M (a) 当然 也 只 能 以 四 为 极 阴 


了 ,; 朗 im My (0) =f, 
或 者 yi M. (a) =max(0i, Og, ion。 


HERNA Y> -col Myla) 的 极限 ， 因 为 
w as a 
Moala = (PTAA Enta 7 


(2 + QD + + G 7 


n 


lI 


__ 1 


1 
[全 GL) + + QO) 1" 


"H 


1 L 


“ne my 


根据 刚才 证 明 的 精 困 
: 1 1 1 L 1 
ri Ms,) = max (goap a = TID Cay G a t) 1 


TEA 
lim Myla) = lim My (0) = 


> — Y— + ç 


1 
ifo MY (5) 
=min (t, d2," n), 
这 样 , 我 们 就 弄 清楚 了 当 y~>+eo 和 ?7 一- ce 有 时, Mrle) 的 
变化 情况 ,它们 分 别 坟 
MAX (i, ta On) fil rain (ty, Ga, ` Ga) 
为 极限 ,部 


n M. (a) = MAE (wr, fa, e, ta) 3 


lim Mr (a) =min(ay,0s,*e ,G0), 


-一 co 
4 型 
l, BS ay: EER, H rty + 22== 8 , ELEE 
tyta E, 
2. Hey MEER H rtty +=t—= 1 RE 
HHEN T. 
34, Ei zy3 都 是正 数 , 且 z-+y-+ = 3 ELEE 
z+ + 52 3. 
de TE aly9os…9n 是 任意 n DEBOR: 
2 al 时 ,有 
(Gia. Hap n8-l(a m La... La tyi 
当 0<e<1 时 ,有 | 
(qt a ta 
8. 说 a sb.c,d 都 是正 数 , 识 证; 
(av bi os d02SA(at bsp od), 
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6. RE anqa a.s. BEER H. =a tA RE: 
MYHR Far At T aja. aa 
n a 77 A C e 
7。 a,b,c APEERE; 
(1) glatt biten (a+b--oy(at+ b2-i es); 
{ii} as bY ctabe( at -Hbi e2y, 
8. Roya 者 是正 数 , 且 sye=l RR n 3 时 * 有 
Eis i i 
9. R mb REER IE 5 十 Bb 二 1; 斌 证 ， 
(b+ (0+4) >, 
10. B a,b,c 都 是 正 数 , 且 atbte= 1 BEE: 
(at Zy (eza) + (tt) > 19 
Il. BE atyaa ran ME Batat aml RARE ml 
时 ,有 
(a, +4) + (a +4)” +e (artt) >n (nri). 
{2。 设 二 a5x 是 一 组 正 数 , 是 满 是 各 十 zz 十 … 十 zn 一 6 RI 
miza" ZI MA AIAR R n Hn ze 到 最 小 条? A IL a 
是 天 于 了 的 定数 。 


六 ”加权 平 均 


以 上 所 议 到 的 儿 种 求 平均 的 方法 ,有 一 个 共同 的 特点 ;就 
是 在 求 平均 的 过 程 中 ,我 们 对 待 各 个 原始 数据 是 一 瑶 同 仁 的 : 
既 不 特别 看 重 o, PRE os。 这 种 求 平 均 的 方式 有 点 硬性 
拉 再 的 味道 ,在 许多 实际 情况 下 是 不 合适 的 . 
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举 个 例子 来 规 吧 ， 妇 果 某 一 家 帽子 工厂 生产 三 种 不 同 规 
格 的 帽子 , 它 俏 的 单价 分 别 起 3 元 ,5 苑 ,10 元 ,如 果 我 们 简单 
地 褒 为 这 家 工厂 产品 的 平均 价格 是 | 

M= 922 531022 6 元 ， 
PATEKAR. M26308 654 F 6) RA 95, 
3 元 5 x 10 元 
6000 Jš, 3000 TH; 1000 m, 

W ZEUER E ERX HLA, us ir IH03 HEB 3RX: Rh RF 
时 必须 把 这 一 情况 反 肌 出 来 。 但 搂 照 以 前 那 种 方法 是 做 订 到 

这 一 点 的 ， 比 较 合 理 的 向 法 应 骇 是 ， 


u 6000x 3 +3000 x 5 +1000x 10 
E 6000-5000 F 1000 


: =ģ 8 +Ë x 5 +j x l0= 4.3( 光 )， 

这 地 是 这 家 工 | MERTA 多 价格 ， 这 里 三 个 系数 
Pim =i P= 

DR T # $p kh tok TEE R PIR uE. 注意 , Pç Pb 3& 

数 还 满足 关系 ， — l 


PT | 
ATARIDA, R f p 3 — 4 JF. RA 
n 种 不 同 的 溶液 ,它们 的 比重 和 体积 和 如下， 


mom am] a Tip" 
体 积 V, F. ...... F, 
比 ss] | t ta Í n Ba 


| 


h 


现在 把 这 种 洲 液 混在 一 起 , 求 这 混合 溶液 和约 比重 屁 
pR, ATERRAR RA e ENEA A R E Gg tE ARA, 
此 混合 溶液 的 比重 莽 不 是 原 有 洲 液 比重 的 入 单 算 术 平 均 , 硬 
应 该 是 ， 


a= V ii GF Poa 
F, 十 Pat: tTa , 


这 里 分 子 表示 整个 混合 溶液 的 重 共 ,分 母 表 示 混 人 台湾 滚 的 体 
积 。 | 

如 果 命 P= (¿= 1,2,-- n), 
那么 有  pmtprtetpa= l, p> 0 G=1,2, n). 

和 上 例 一 样 , 2 JU6) p, 度 陕 了 各 利和 不 辐 洲 滤 在 混合 湾 滚 
内 所 起 的 作用 .。 

上 中 上 而 两 个 例子 ,使 我 们 想到 有 必要 引进 Apk 1⁄4 
EATE. | 


如 朵 有 一 钥 数 和 >0, 满 足 条 件 
pot pt te= ll, - 
那么 称 数 = pit t Patat + Pala (1) 


为 数组 zwa an AARRE., p, 称 为 加 权 有 数 . 
加 权 侠 均 也 可 定义 为 


二 一 时 四 二 
qaqa Tg, , 


Jerhq>0G=1,2,.. ， 若 命 


=. Ai i= ... 
p= ptg t tia {è 1,2, n) 1 


这 就 回 到 了 原来 的 定义 ， 
B1 


算术 平均 是 加 权 平 均 的 一 个 特例 ,相当 于 加 术 了 系数 被 此 

外 等 ,部 
pi= ps == e= = p, =t 
的 情形 。 显 然 加 权 平 雹 也 有 算术 平均 所 共有 的 两 条 起 本 性 
筑 ， 例 如 当 一 
村 ,机 权 平均 
= = piti F Doa + e + Data =G (Pi + patee + p,) =G, 
当 MSSM (0=1,2,: m) , RIEA 
m= (pi + Pat + D.) S Di i 十 Pitat ee + Patr 
<M (pit patoet p.) = M, 

gi mox M. 

和 以 前 一 样 , 我 们 还 可 强人 加 轰 桔 平均 作为 加权 平均 构 
念 的 拓 广 ， 

我 们 把 

M (z, p) = (pia? + Pata” +e + pay 7, 
Pit pss ss tgl, A> Ü ; 
1 

或 者 Mra) = (Pt q> 0 
对 做 wa G, JW EPO, 当然 它们 也 有 算术 平均 所 
有 的 两 条 基本 性 质 。 

和 以 前 一 样 RLH a p ERAEN, RA AE 
EHE. DERBH y—0 时 My(a,q) IRR. EE 


LL AnaY 
l en e n, 1 
DTY) attt o Fin , (3) 


过 


Ma H gata” Tt Gaan" | 
# E fir z kama ， 


那么 当 7 一 0 时 ,2 也 趋 于 0， 现 在 63) 训 屿 为 
In My(a, g) =F (+a) =P (r). z, 


和 以 前 -- 样 , 我 们 的 主要 工作 是 计算 mE HA 


rap "y * 


£ = 101” + gota! + er atn” — (qr + a 二 "十 gn) 
Y Yigitga t tga) 


_ 1 ark s S =L) 
E: Re y Te y huerto ty 
所 以 


im $ aa 1 (z. Hm ta)! —1 
r+ 0 y qit gat’ tiy ?—+0 y 


jm fe’ —1 im WnY —1 
Hga PR He Hga ) 


1 
一 -一 一 一 一 一 一 (glnes 二 game 二 … 十 加 tne 
p Tg rq tana galnas) 


— 1 _ 
= jn (ufi agen efn tt 


FEA 
lim In My Ca, gy = lm mt lin z 
= n(aft aga adn y ETT 
即 im My(a, 人 一 (gm (4) 


如 果 取 gaga =g =l, 这 就 是 我 们 以 前 证 得 的 精 果 . 
根据 这 个 精 果 , 我 们 很 自然 地 规定 


Mila, q) = (af gr rrrad rn Tr. 

iB EAS ey PGOUBH a. JH RO PE F PE E Z R, # PE 35 2 

HAHM? 例如 ， 如 果 aB, 是 否 一 定 有 
Ma p < M,(a, g)? 

在 定理 三 的 基础 上 来 回答 这 个 阅 题 开 不 困难 . 

定理 四 ”如果 oech, WAA Mka, gys M Ce, q), E 
TERRY ay = as == = (a, FRN. 

和 证明 nd qi, go tn qa HBE B HRR 352, iE ARRIRA 
BAEZ. EAE 


1 

_ EE qsqa + e L aati N 

Mla (1 Pike] ) 
9) qi a 


全 个 qz 个 ga 个 
Ea P. m= p, — — — — a aer, 
二 (全 二 全 ‘ast — ， 
qarqa tga 


对 Gi, 个 
—— — Me 


人 个 qz T Qn 个 
炊 应 州 定理 三 , 划 得 
各个 q, 个 a T 1 
š — rB —  — s 


—— aa D, a 
Mla manu wa 
s" 时 十 加 证 二 


in it 
<( +: PIOTR aidie i tat 
gst gat: gn 


f Gait qaqa Der L qata y =M 
get gatt qa plt, q)s 


Ə4 


IE, H gages ,4 都 是 自然 数 诗 ,定理 成 立 。 
TEE ği #33 s.. sfn EAMA, AAR 
a= (G¿=1,2,* n) , 


Hp s.h AE RRR 


1 
qtte +Q oo》 a 


M a (ag) = 位 十 更 十 多 十 了 
1 
. Ë la + CR-H ， "Ta, a ) 
fi 
十 22 L... sn. 
+ t ++ 


I 1 
_Á [>= +, Dat (HSa tar" "ta )a%-k 十 人 Enin an jÆ 
(sls t.) -H (Esgyn Èn? Ht ipon) J , 


由 于 Sabat bn, t18ater "thy ,11sn 
都 是 自然 数 , 应 用 刚才 证 得 的 精 果 ， BIL: 


, LGUS 0 十 【fsofa。 十 二 nsn dn t 
Ma Ds (sitora) + satya) tee he Paaa) J 


i 
(° a wakas T: ee) 


1 
ta ket gaan E _ 
( gitat tin ) 一 和 et， 


因此 当 人 是 有 理 数 时 定理 依然 正确 . 
Pe BS i də, "° sn 大 任意 实数 ， 这 时 EP- ETER Th 
个 有 理 数 说: 


{r} (m=1,2, T), 
司 它 们 分 别 以 qi qa, ,Yn HER, ap 
im r = g, (m=1,2, 1, n). 
对 这 些 有 理 数 来 说 ,我 们 已 烃 证 得 了 ， 
Malt, ty) <M pela sTo) + 
1 
r 


即 ( e are Vogt Erat ) 
FDELE Erp 


(+ eretan’ 


法 人 2 一 于 :2 


由 于 上 迟 不 等 式 对 任何 自然 数 z 都 是 正确 的 ,所 以 , 命 s7oo， 
上 述 不 等 式 依然 正确 ,这 时 我 们 有 | 


L 
æ 


qa + qa % qaa, 
( tj e+ ) 
全 十 加 十 … +g. 
je 


1 
= (aetna t + Fan E 
qitet- +ga 


郎 Maa.) < Malad). 
这 样 我 们 就 对 任何 正 实 数 的 ,的 ,9 证 得 了 定理 四 ， 从 证 
明 的 过 程 显然 可 知 , 等 号 只 有 当 o= as 一 … 一 am 时 才能 成 立 。 

上 述 证 明 体现 了 一 个 重要 的 方法 。 有 些 定理 对 一 般 的 实 
数 证 明 起 米 比 较 困难 ,而 对 有 理 数 证 明 超 来 却 比较 容易 ， 在 
这 种 情况 下 ,我 从 往往 用 有 理 数 来 下 近 实数 ,然后 通过 极限 手 
炳 来 获得 所 要 证 的 精 果 。 训 实 上 ,这 种 方法 在 证 明定 理 二 时 
我 们 已 经 用 过 了 . 

WER x=0,8=1, 我 们 有 
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Molt, DAMD, 
BU 


1 
any qitgat tga = gur Hna (5 y 


qta. 22... 
(a ty Mn ETAn 


或 者 
人 qit t gtst Hinta g tat in 
Œi a tEn <{ ort Ta ) . 


这 个 不 等 式 用 处 很 大 , 它 是 定理 一 的 直接 推广 (如 取 q = q, = 
… 一 gn 二 1 就 得 到 定理 一 了 )， | 
JE sala pas -— F ICE E 5k L60522 32. 
WREE F 262 JE: z: 和 zə 的 两 点 4 和 五 处 各 故 
有 一 个 实 点 ,它们 的 慷 量 
-分 别 是 mi Mm. 我 们 
要 猎 算 由 这 两 个 实 点 所 
构成 的 实 点 条 的 重心 如 
的 坐标 Ta. f 
显然 ,重心 G 一 定 在 B 7. 
A,B 05938 E. RIERKR AB 想象 成 一 条 几乎 次 有 重量 的 
硬 金 属 燥 。 这 时 如 果 用 组 笔 尖 在 G 点 处 把 它 顶 住 的 匡 , 那么 
BUA m, 和 ”ms 在 重力 作用 下 应 藤 条 一 架 天 平 征 一 样 保 持平 
衡 。 因 此 有 


TO mg — GE myg. 


但 AG =g t1, GB =m,—Tq, 
代 大 上 式 郎 得 mn; (mo E) = Mais Zo), 
解 之 部 得 
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a ELEM a _ + 
tev pm. PT pss, 


1 bk , ES ta spp Ski 4 N A t pn BJ Jl p02F36 T 1 38 
per 


— =" 
PiS 2 m, 1 PoS im m `. 


TRPP HI Y ANARAN pi, bu A pa R BJ a t 2 
PR. ERMA, ATRE w JPL AB RJ pk 09 Uz 


O Ai Az As An 的 重心 坐标 是 否 也 有 
类 俱 的 公式 ? 换 句 话 
图 8. i, EERE TER 


H m J EDA Ai, As, .. A: POA leE t aupaq EET) 

2 a ser na Mij, Moa, y Ma, 
RA hn MAAR ARKEA U 点 R 的 重心 坐标 ta JLE PI EF 
成 


Q, = B zi moms tH e EMaTn ( 6 ) 
e myt atat O FRA 


下 面 我 们 用 数学 时 栅 法 来 证 明 这 个 公式 的 正确 性 . 


4 RFI ABLA, 
XXe Xe NE 也 即 %==2 时 这 个 公 趟 
AAA Ak Ars ERYR. 288 nb 

m 9. F Es R Z, 要 推出 


n=k+] ESER. 
DARHA, 4a,…,4y 所 构成 的 质点 系 的 重心 ,用 2g” 

党 它 的 级 标 ,那么 由 归 划 法 假定 知 ， 
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m” rh Mit mən + s. fn: 
Ki T (L e My . 


现在 我 们 可 以 用 坐标 为 we *'、 BEE m, + Mat etm, 的 里 
点 4 PREEMIA A, As... Ay. REA b + 1 28 
Ardn Ar, Arn IEDR N A A A ELA 4 和 Ay. 
KIELER, PTAR l 


Z htt = (mitm TL ma)aat h) l mapaghaai 
9 Cm ms 


hm Mka Ekta 
myt mat e tmit mea 


Kie n=k+1 HARC., KREATIN n APT 
点 公式 (6 ) 都 是 正确 的 。 也 就 是 向 冉 任 意 % 个 实 点 所 构成 的 
袜 点 和 柔 的 重心 坐 棱 是 这 7 个 袜 点 的 举 标 的 加 权 平 均 , 而 加 权 


— tH — Ma 
人 = m+ m+ TE s, Po mi mit ata 


公式 (6) 可 以 大 我 们 推出 其 些 求 和 公式 ， 
EAR F E 


en 一 
坐标 分 别 是 O A A; A; 6 An: An 
1,2,3, 8 图 lo. 


WSA 个 点 4 Ay... An Pk EO BHEE PLE Ca, Cas 
eCa EARRA O RERA O. 这 里 的 Cs (k=0,1,2,- n) 
表 握 合 数 。 这 样 我 们 就 得 到 由 % 十 ARARA. 
大 家 知道 租 合 数 消 足 关系 

n 


OO (=04,2,- mn), 
因此 点 的 质 景 C, 和 A, 点 的 质量 0% 是 相同 的 , 4 点 的 实 
ÉE Cs 和 A ABAR C 是 相同 的 , 依 此 类 推 。 不 难 知 
道 , 整个 质点 系 的 质量 分 布 对 于 艇 段 04, 的 中 点 是 对 笨 的 ， 
因此 ,这 视点 厅 的 重心 就 是 粮 段 04, 的 中 点 。 由 于 Ta =, 
所 以 重心 华 标 是 他 。 另 一 方面 ,根据 公式 (6) 知 道 ,这 个 贤 点 
系 的 重心 坐标 也 可 写 为 
OHC HOEA e nO 
人 十 人 十 Ca 
联合 这 两 夸 果 , 郎 得 
OCR 十 108 二 2 十 二 MO 


4 
人 十 外 十 名 二 十 人 2” 


由 二 项 式 定理 容易 知道 
On + OF + Oat +O" =2", 
把 这 精 果 代 大 上 式 , 便 可 得 几 下 面 的 求 和 公式 ， 
LOr tOr t + nS, 
HERRAR, HARAR 


sink Z =şin (nk)? (k=0,1,2, n), 


F +, Š ... ;nF _ = 
sinz T Sin T = Sin — =c0t zg 
FHER 
3 lat T O _ .. (n— 1) = nF 
lsins 十 全" tee + (m—1)sSin—— + main 


一 -oot — 
=t 
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有 : 


t, 


z, 


z, 


4, 


$. 


$. 


8. 


J = 
gz tz 都 是 正 数 ,有 十 2 十 25 一 地 南庄 ， 
a 
ER vy AREE M, RRE: 


EH) atya (SH) 


识 衣 对 于 任何 正 数 ajra apan EATER 
ataa < (° tza tigt ds) a 


* 


RETEA 
+1 n(n+1) 
*2 15 45..." shti 2 . 
1+22.93, ghn < (° =) 


RERER: | 
VETE eRT enti, —— : 
BE matn TREER H sty te= ARE : 


Ty >. 


BE p.iq.r,z HEEE, . 
Pr 
šK iG" igar Qaya 6 Eb i Sk. H y= +A, REE, 


J 十 A +. Efnin 
qi tge+ "ga 


URTE G He ga GA o BUP FGO +... galgi 
ntgete tga ngt tgn ” 


R Tyt pgr REER, H p+gtr=l, REE 34 n 时 


pa" + qu” —+ ra Py (px "| ipay" irai), 
öl 


I. g n> Gas 00==1323 n), E. ziyade] S= e | BAB 
EH 2 


a 2 a 
z 1g”? En n 
a Ty o Ta Th É . 
m ap ap mim Ta 


BOE KITS. 
li, PW arama > 0a > 0.0 i> i= 2 8), R. 


q is Ét Faz ta qr da n n =C 


BAR ER SE. n” ' re? ea wa 8 
当 BIO tl, ñana _ Bum n s" 
a, E A; 7 Aan 
IERIE. 
i2. girn> U= 2ean) H. zi-ra + e te= l RA 
PRAE M Gam n 
` L 

z Tye = Ea = 


时 取 最 小 简 了- 


附录 “习题 解答 或 提示 


第 三节 
T， 利 用 迪 理 一 的 不 等 式 : 体 式 昌 等 下 成 衬 即 得 。 
2、 揣 它 查 成 边 长 为 可 的 正方 肛 。 
a RAPER RA Bl EE 
KJAER nj EA 
S= {yne p {ynsing) 
=9R2sinƏBp, 


MR 0= Tt, BMAD DP, M 
S ERKA. 

也 可 利用 定理 一 披 册 使 

S2= 6R3sint0leos23 

My R K BB 8. 

+。 把 16 分 成 四 个 相等 数 之 和 ， 邮 16=4--4+4--4, 它们 的 乘积 
Hi NË. 

5, B]FEOEBSDECeSEG8 R=1 W a H=1,5 米 。 

6. Pp=—aretga7 p , 

7. RPR KE. | 

8. BUHA Eh, EE ¿P BE JL r, S£ R Vo= + arh JI E R 
S== VFR, PEM, 

j3 


Sta rtrt (ri 十 了 ?= 一生 37 上 2 z2y2B2. Aar riha 


= à 7 {2r1) (rr) ( Tanh) 


3 381 — 
= B y3 aðrhi = 3 (laya = 常数 ， 


时 二 计时 ，S2 有 最 小 值 ， 解 上 而 这 个 等 式 担 


Ahamra/ 2 。 
第 + 
1， 用 定理 一 总 基 司 等 式 194 3-t e tinangal). 
2. 二 定理 一 外 得 。 
3 利用 sabem93dabs ， 呈 十 妥 二 oreATG508 , 


4。 利 用 排险 一 .。 
æ+ b 一 一 - 1 = _ 
8. fE Z+ 写成 y itd + JAI s JBE Mii, 


6. FETAR 
yr A styrta gtaet 
PTRS APRITE. FERSAN t AR. 
了 。 题 中 的 不 等 式 筹 价 于 
tb+e(e-ta)(a tb) Baba, 
和 1。 逢 | 用 推 验 二 ， 
9。 ARETAN 3 来 做 。 
lo. AER n=s3 的 特区 情况。 根据 第 9 是 ;我 柯 有 


四 十 力士 a+b+e a+b+e 
be + a +a a+b 


+ >>, 


a b e s 
Spet apot 9 = 


FB ¿+a f ab 


iz: 


EA, RIER RTEA. 
IB, HHEH 
(1+a(1+ae (1+a)< 


tat to)" 一 ( Eey 


+ 
PRATA 4Y EIE M RERE 


第 五 节 
I. AFT Hatt ye Maysa) DELE 


(Egana r> > (t: rept Ta fE , 
EJ . sitye l I 2, 

z。 用 不 等 式 M.C r) Ca ny s), 

3。 HPR Mirsa) aM Ge. 2). 

4. Harl 时， jato M (ayy iw 


(aitaka ) Ta utate tan 
dt 


+ 


(tttee y Sat ee 
" n ? 


或 者 
RANMA n 凤 得 所 要 广 的 不 等 式 ， 同 样 道 横 , 可 以 证 
HH 0<a si 时 的 情况 。 
FRAD ANRA net, D84581. 
(ae iay, aly 
(qt na} Úú<a=l, 
5。 用 不 等 式 Malasbserd) < Matasbsed)s 
6。 利 用 定理 三 证 明 
My (a Ma (a) Mo (ay, 
7。 利 用 第 上 是 的 不 等 式 即 得 。 


$8。 和 用 第 5 题 的 不 等 式 和 … 


9, 因为 Malat — L,b-r+- 5 yM (a+ sdti), 


J (es esp yz, (e+) + 0+) 1+4 
x tora) it 


b a 


xA (a+b) C+) 2 45 
所 以 Lid 
JORRA CA ERREA fH 


[ Cta) 0 H 5 


> 


ARENT AAR AEL p , 乞 得 所 要 起 明 的 不 壬 式 ， 
咱 ， 用 不 等 式 


wr 
和 推论 二 ， 
机， 这 是 第 9 是 精 果 的 推广 ,对 法 利 上 国 一 样 ， 利 用 
A p oj 十 去 so 十 二 en 二 
2M (art amatay 2 ) 


aiiin PHS, 
12。 当 «> Rj Malaya G) E 


(EAH tn ipata s e, 
. n * 


Lu 


i6 


A 
即 MARAE Hean ( a) : 
baget mi= mi == =m. = = HRS., DGH s = m;= = Zn 
a pin I 
一 过 时 8 十 2 二 十 rnd 皮 最 小 但 所 ° 


第 六 地 
hL ETER 
(ut a sa taata) 2 > 7 qi L aay t fata 
qitgt ga Titit ga 


HH q = 1, g2, 0 二 3$ Hm, MEN, G57 BI. 
2。 在 不 等 式 Molaig) aM Casg) sh ft 加 二 3 如 得 ， 


Em pg qar + feto + qaa 


qi +ga 
3 < qitg,-+q a + 


(ar ta ta) 


EE an Pat < (Oat 
或 者 t kal < (es qrrq. F qa 


杰 上 面 这 个 不 等 式 中 到 


SgS, Goa, hg 


qiti taea taat) 1 十 组 十 m 


Dhat o pË He Cas Jusi 
得 E (i ) ， 


这 如 是 所 要 慧明 的 不 等 式 的 右 和 全， 如 果 在 上 面 这 同一 全 不 竹 世 站 了 


== a=, =u, a 一 工 = z, a = 
TI HI ey 2 93 一 


m+ +z 
那么 i (Gry) 
不等式 两 端 取 合 狐 , 苑 得 : 
za [> = š y Asa 


š, AMEP EJEA- Hassk Mgaa gy, 
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4, 应 用 推广 的 定理 一 :其 不 等 式 Mla Aag) 
6。 把 不 等 式 的 去 映 写 成 I 


工 1 1 
1°2 3 (29y2°... (2")2", 
RJL a BARHATE. E Aui 
1 i. i 
12 22 (2322... (2°) 
(= 2 十 十 -时 +…+ 击 - -2n aaa 
1 1 
ariaa tatti 


1 
_ f a+ \atl-zr 
(二 


在 下 面 这 个 不 等 式 中 全 a= J, H 


1 L 
27 C20) (anih <a+1, 
PK EP ERER =N, 
6。 利 用 第 2 EREE 
在 不 等 式 
fia Daf gtit gatt ggah TE gt ga 
ada ag < (sa Tiga: + ga ) 


中 取 Q= p, =p pr; art, qa=z "P, agat BIS, 
8。 秋 用 定理 四 征明 
Myla) SMa (a, q) MB Q). 
9。 利 用 上 上 时 的 精 果 以 及 推广 的 定 串 --， 
19， 应 用 推广 的 定 却 一 有 : 
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a x = 
TY '/2o2y 2... (ay 
z.) 2) G) 
m ZL La 2 paa Za. atarte Ean 
< A Aa Ay 


a ray. tan 


G e jatet tan 
inas a aia 


期 


a a a a a a ( e AAKA na HEN 
1 — + 
i m, z Fa # Cate tæa HEITT: $ # aitat ran 


EA AH E f z (i=1,2,:,n) 无 关 的 常数 。 所 以 使 上 起 壬 号 成 立 
BJ 2 信 就 使 me era " 取 到 最 大 值 。 侧 村 这 等 式 的 等 车 成 立 也 
训 是 枫 上 一 个 不 等 陈 的 等 号 破 立 ,所 以 有 


a =a k 


A A an ytty Faa * 


IL. RE PER 


Aa Ea 
a En 
nan. Š ee iy Ba na {Branta " Bn 
COE) (a) s. (asa) 
Tiptr Zn 
1 > Ba BI B; Ba 
<( AT +a “He Hanta ) 
aip T ün 
B LA r + 
_ c _ L+ La. Zn 
a fs 
B Pa B 


即 


PARNER mi(iz=1 2,20. ARR. EO RORI EAS 
VATI, H 


Buat. BeTa __ oe — Bata 2 5 Fy Bn 
= m. Aa 


12, 仿 第 2 W AEREE ERA 


Ti 


my eg euda” (Statta) TI 


tid 


HS. 
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